Géométrie analytique - lycée

(N Rappels

1) Vocabulaire

En géométrie analytique, tous les points sont décrits dans un repére par un couple de
coordonnées:

o ['abscisse - qui se lit sur I'axe horizontal et qui représente la distance entre le point
et I'axe vertical ;

e |'ordonnée - qui se lit sur I'axe vertical et qui représente la distance entre le point et
I'axe horizontal.
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Xm est donc la distance entre le point M et I'axe vertical et y\ est |a distance entre le point
M et I'axe horizontal.

2) Autres repeéres particuliers
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Il. Distance entre deux points dans un repére orthogonal
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On souhaite exprimer la longueur MN en
fonction des coordonnées de M(Xv ; ym) et

N(Xn ; YN) :

On construit pour cela le triangle MNH
rectangle en H, en remarquant que le point H
a la méme abscisse que le point N, et la méme
ordonnée que le point M, soit H(Xn ; Ym)-

On connait les longueurs MH et NH:
MH = abscisse de H — abscisse de M = Xx - Xum

NH = ordonnée de N — ordonnée de H = Yx - Ywm

Le triangle MNH est un triangle rectangle en H, donc d'apres le théoréme de Pythagore, on a :

MN2 = HN2 + HM?

MNZ2 = (yn - Ym)? + (Xn - Xm)?

et comme (Yn - Ym)?2 + (Xx - Xm)? est un nombre positif (car somme de deux carrés), on peut

prendre sa racine carrée, si bien que:

MN =y — ym)® + (xy — xu)?

CONCLUSION:

Dans un repere orthognormal (O ; Ol ; OJ),

si A a pour coordonnées (Xa ; Ya) et B a pour coordonnées (Xg ; Yg),

alors: AB=./(xg — x4)®> + (¥ — Ya)*




exemple commenté

Enoncé
(O; OI; 0OJ) est un repere orthonormal.
Soient A(3; -5), B(-2 ; -3) et C(0; 2).

1. Placer les points A, B et C.
2. Calculer AB, CB et CA.
3.ABC est-il rectangle ? isocele ? équilatéral ?

Solution
1. voir commentaire.

2. /-\B=\/(XB — x2)% + (¥ — ya)?
AB=+/(-2 — 3)* + (-3 — (=5))*
AB=./(-5)? + 22 = V25 + 4 = 29

CA= (x4 — x0)2 + (Va — ¥¢)°
cA=/(3 —0)2 + (-5 —2)?
CA=./32 + (-7)2 =9 + 49 = /58

CB= (x5 — x0)* + s — ¥c)’
CB=+/(=2 — 0)2 + (=3 —2)?
CB=+/(-2)* +(=5)* = V4 + 25 = 29

3. On constate que CB = AB donc ABC est un triangle

isocele en B.

Vérifions s'il est rectangle:

D'une part: CA2 =(/58 )2 =58

D'autre part:

AB2 + CB%=(v29 )% + (V29 )2=29 + 29 =58
On constate que CA? = AB? + CB?

donc d'apres la réciproque du théoreme de

Pythagore, ABC est un triangle rectangle en B.

ABC est donc un triangle rectangle et isocele en B.

Commentaire

1.
Le repere (O ; Ol ; OJ) est tel que le point
| a pour coordonnées (1 ; 0) et le point J

a pour coordonnées (0; 1).

2. Pour calculer les longueurs dans
le repére orthonormal, on utilise

la formule:

MN :\/(YN — yu)? + (xy — xy)?

ou M(Xm ; ym) et N(Xn ; Yn)-

On fait attention aux signes !

3. Un triangle peut étre a la fois
isocéle et rectangle, on n‘oublie

pas de le vérifier !




lll. Coordonnées du milieu d'un segment

Soient (O ; Ol ; OJ) un repére orthonormal et A(Xa ; Ya) et B(Xg ; Yg) deux points distincts

dans ce repeére.

Soit K le milieu de [AB]. On note K(Xk ; Yk) les coordonnées du point K.

On souhaite exprimer les coordonnées du point K en fonction de celles des points A et B.

Cas 1: on suppose que les points A et B ont la méme ordonnée (ou la méme abscisse).

On suppose que Yo =Yg et Xg > Xa
K est le milieu de [AB] si et seulement si, K €[AB] et KA = KB,
c’est a dire :

Yk= YA= YB €t Xk — Xa = Xg— Xk

d’ou: 2XK: Xa+ Xg et 2yK:yA+yB
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La démonstration est analogue si Xa= Xg .

Cas 2: on suppose que les points A et B n'ont ni la méme abscisse, ni la méme ordonnée.

Soit D le point de coordonnées D(Xg ; ya). Le triangle ABD est rectangle en D.

On trace la paralléle a (BD) passant par K, elle coupe (AD) en C, et on trace la paralléle a (AD)

qui passe par K, elle coupe (BD) en L. Ainsi, C et K ont la méme abscisse et L et K ont la méme
ordonnée ; donc: Xk = Xcet Yk = YL
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On sait que K est le milieu de [AB] et que (KC) est paralléle a (BD),
donc d'apres la réciproque du théoréme des milieux, on déduit
que C est le milieu de [AD]. On se retrouve dans le cas 1 et on peut
conclure que:

_ _XpatXp _ Xpt+Xxp
Xk =Xe=—"—"7= "3

On sait que K est le milieu de [AB] et que (KL) est parallele a (AD),
donc d'apres la réciproque du théoréme des milieux, on déduit
gue L est le milieu de [BD]. On se retrouve dans le cas 1 et on peut
conclure que:
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CONCLUSION:
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Dans un repéere orthognormal (O ; Ol ; OJ),
A a pour coordonnées (Xa ; ya) et B a pour coordonnées (Xg ; Ys),

Soit K le milieu du segment [AB] de coordonnées (Xk ; Yx)

Yk =7
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exemple commenté

Enoncé
(O; Ol; OJ) est un repére orthonormal.

1. Soient A(3;5), B(3; -2) et Kle milieu de [AB].

Quelles sont les coordonnées du point K ?

2. Soient A(1;-2), B(4; 4) et K le milieu de [AB].

Quelles sont les coordonnées du point K ?

Solution

yA';yB - 5+(_2) = 1 5

1. xK:xA:XB:3etyK= " )

donc K (3; 1,5).

2. Xk = > 2722,5
Yk = YA';J/B_ —22+4_1

donc K (2,5; 1).

Commentaire

On applique la formule mise en évidence

précédemment.

1. les points A et B ont la méme
abscisse, on est dans le cas 1.

2. Onestdans le cas 2.

Moyen mnémotechnique:

K est le milieu de [AB] donc son abscisse
est "le milieu" des abscisses de A et B; et
son ordonnée est le "milieu" des

ordonnées de A et B.




